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Abstract	  Interpreta3on	  [Cousot’77]

•  Mathema3cal	  founda3on	  of	  sta3c	  analysis	  
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Abstract	  Interpreta3on	  [Cousot’77]

•  Mathema3cal	  founda3on	  of	  sta3c	  analysis	  

– Abstract	  (seman3c)	  domains 	  (“abstract	  states”)	  
– Transformer	  func3ons	  	  (“abstract	  steps”)	  
– Chao3c	  itera3on	  (“abstract	  computa3on”)	  
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Abstract	  Interpreta3on	  [CC77]
•  A	  very	  general	  mathema3cal	  framework	  for	  
approxima3ng	  seman3cs	  
– Generalizes	  Hoare	  Logic	  
– Generalizes	  weakest	  precondi3on	  calculus	  

•  Allows	  designing	  sound	  sta3c	  analysis	  algorithms	  
– Usually	  compute	  by	  itera3ng	  to	  a	  fixed-‐point	  
– Not	  specific	  to	  any	  programming	  language	  style	  

•  Results	  of	  an	  abstract	  interpreta3on	  are	  (loop)	  
invariants	  
–  Can	  be	  interpreted	  as	  axioma3c	  verifica3on	  asser3ons	  
and	  used	  for	  verifica3on	  
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Abstract	  Interpreta3on	  in	  5	  Slides	  

•  Disclaimer	  
– Do	  not	  worry	  if	  you	  feel	  that	  you	  do	  not	  
understand	  the	  next	  5	  slides	  	  
•  You	  are	  not	  expected	  to	  …	  

– This	  is	  just	  to	  give	  you	  a	  view	  of	  the	  land	  …	  



Collec3ng	  seman3cs

•  For	  a	  set	  of	  program	  states	  State,	  we	  define	  
the	  collec3ng	  labce	  
	   	  (2State,	  `,	  4,	  3,	  —,	  State)	  

•  The	  collec3ng	  seman3cs	  accumulates	  the	  
(possibly	  infinite)	  sets	  of	  states	  generated	  
during	  the	  execu3on	  
– Not	  computable	  in	  general	  
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“Proof”
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if x>0 

x := x-1 

entry 

x:= x + 1 

x∈Z

x∈Z

{x<=0}{x>0}

x := x-1 

{x<-‐1}

{x<0}

x∈Z

{x>1}



Abstract	  (conserva3ve)	  interpreta3on
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set	  of	  states	   set	  of	  states	  
opera3onal	  seman3cs	  
(concrete	  seman3cs)	  

statement	  	  S	  
set	  of	  states	   `

abstract	  	  
representa/on	   abstract	  seman3cs	  

statement	  	  S	   abstract	  	  
representa/on	  

concre3za3on	   concre3za3on	  



Abstract	  (conserva3ve)	  interpreta3on
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{x↦1,	  x↦2,	  …}	   {x↦0,	  x↦1,	  …}	  
opera3onal	  seman3cs	  
(concrete	  seman3cs)	  

x=x-‐1	  
{x↦0,	  x↦1,	  …}	   `

0	  <	  x	   abstract	  seman3cs	  
x	  =	  x	  -‐1	  

0	  ≤	  x	  

concre3za3on	   concre3za3on	  



Abstract	  (conserva3ve)	  interpreta3on
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{x↦1,	  x↦2,	  …}	   {…,	  x↦0,	  …}	  
opera3onal	  seman3cs	  
(concrete	  seman3cs)	  

x=x-‐1	  
{x↦0,	  x↦1,	  …}	   `

0	  <	  x	   abstract	  seman3cs	  
x	  =	  x	  -‐1	  

º	  

concre3za3on	   concre3za3on	  



Abstract	  (non-‐conserva3ve)	  
interpreta3on
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{x↦1,	  x↦2,	  …}	   {	  x↦1,	  …}	  
opera3onal	  seman3cs	  
(concrete	  seman3cs)	  

x=x-‐1	  
{x↦0,	  x↦1,	  …}	   ⊈	  

0	  <	  x	   abstract	  seman3cs	  
x	  =	  x	  -‐1	  

0	  <	  x	  

concre3za3on	   concre3za3on	  



Abstract	  Interpreta3on	  by	  Example	  



Available	  Expressions	  Analysis

•  A	  sta3c	  analysis	  that	  infers	  for	  every	  program	  
point	  a	  set	  of	  facts	  of	  the	  form	  
AV	  =	  {	  x	  =	  y	  	  |	  x,	  y	  c	  Var	  }	  4	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  {	  x	  =	  -‐	  y	  |	  x,	  y	  c	  Var	  }	  4	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  {	  x	  =	  y	  op	  z	  |	  y,	  z	  c	  Var,	  op	  c	  {+,	  -‐,	  *,	  <=}	  }	  

•  For	  every	  program	  with	  n=|Var|	  variables	  
number	  of	  possible	  facts	  is	  finite:	  |AV|=O(n3)	  
– Yields	  a	  trivial	  algorithm	  …	  but,	  is	  it	  efficient?
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What	  do	  we	  need	  to	  prove?
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{ true } 
C1 
x := a op b 
C2 
{ x = a op b } 
y := a op b 
C3 

{ true } 
C1 
x := a op b 
C2 
{ x = a op b } 
y := x 
C3 

CSE



Developing	  a	  theory	  of	  approxima3on

•  Formulae	  are	  suitable	  for	  many	  analysis-‐based	  
proofs	  but	  we	  may	  want	  to	  represent	  predicates	  
in	  other	  ways:	  
–  Sets	  of	  “facts”	  
– Automata	  
–  Linear	  (in)equali3es	  
– …	  ad-‐hoc	  representa3on	  

•  Wanted:	  a	  uniform	  theory	  to	  represent	  seman3c	  
values	  and	  approxima3ons
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Preorder

•  We	  say	  that	  a	  binary	  order	  rela3on	  b	  over	  a	  
set	  D	  is	  a	  preorder	  if	  the	  following	  condi3ons	  
hold	  for	  every	  d,	  d’,	  d’’	  c	  D	  
– Reflexive:	  d	  b	  d	  
– Transi3ve:	  d	  b	  d’	  and	  d’	  b	  d’’	  implies	  d	  b	  d’’	  

•  There	  may	  exist	  d,	  d’	  such	  that	  
	   	  d	  b	  d’	  and	  d’	  b	  d	  yet	  d	  g	  d’	  
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Par3al	  order

•  A	  binary	  order	  rela3on	  b	  over	  a	  set	  D	  is	  a	  
par3al	  order	  if	  	  
– b	  	  is	  a	  preorder	  	  
– b	  	  is	  an3-‐symmetric	  

•  For	  any	  d,	  d’	  if	  
	   	  d	  b	  d’	  and	  d’	  b	  d	  then	  d	  =	  d’	  

•  Nota3on:	  if	  d	  b	  d’	  and	  d	  g	  d’	  we	  write	  d	  a	  d’
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Some	  posets-‐related	  terminology

•  If	  x	  b	  y	  we	  can	  say	  
–  x	  is	  lower	  than	  y	  	  	  
–  x	  is	  more	  precise	  than	  y	  	  	  
–  x	  is	  more	  concrete	  than	  y	  	  	  
–  x	  under-‐approximates	  y	  

–  y	  is	  greater	  than	  x	  	  	  
–  y	  is	  less	  precise	  than	  x	  	  	  
–  y	  is	  more	  abstract	  than	  x	  	  
–  y	  over-‐approximates	  x
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Intui3on	  

•  {x	  >	  0}	  	  b	  	  x ∈	  Z



Pointed	  poset

•  A	  poset	  (D,	  b)	  with	  a	  least	  element	  Ω	  is	  called	  
a	  pointed	  poset,	  and	  denoted	  by	  (D	  ,	  b,	  Ω)	  

	  
•  For	  all	  dcD	  we	  have	  that	  Ω	  b	  d	  

•  We	  can	  always	  transform	  a	  poset	  (D,	  b)	  into	  a	  
pointed	  poset	  by	  adding	  a	  special	  boqom	  
element	  
	   	  (D	  4	  {Ω},	  b	  4	  {Ωbd	  |	  dcD},	  Ω)	  
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Join	  operator
•  Assume	  a	  poset	  (D,	  b)	  
•  Let	  X	  `	  D	  be	  a	  subset	  of	  D	  (finite/infinite)	  
•  The	  join	  of	  X	  is	  defined	  as	  
–  7X	  =	  the	  least	  upper	  bound	  (LUB)	  of	  all	  elements	  in	  X	  if	  it	  
exists	  

–  7X	  =	  minb{	  b	  |	  forall	  xcX	  we	  have	  that	  xbb}	  
–  The	  supremum	  of	  the	  elements	  in	  X	  
–  A	  kind	  of	  abstract	  union	  (disjunc3on)	  operator	  

•  Proper3es	  of	  a	  join	  operator	  
–  Commuta3ve:	  x	  7	  y	  =	  y	  7	  x	  
–  Associa3ve:	  (x	  7	  y)	  7	  z	  =	  x	  7	  (y	  7	  z)	  
–  Idempotent:	  x	  7	  x	  =	  x	  
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Join	  operator
•  Assume	  a	  poset	  (D,	  b)	  
•  Let	  X	  `	  D	  be	  a	  subset	  of	  D	  (finite/infinite)	  
•  The	  join	  of	  X	  is	  defined	  as	  
–  7X	  =	  the	  least	  upper	  bound	  (LUB)	  of	  all	  elements	  in	  X	  if	  it	  
exists	  

–  7X	  =	  minb{	  b	  |	  forall	  xcX	  we	  have	  that	  xbb}	  
–  The	  supremum	  of	  the	  elements	  in	  X	  
–  A	  kind	  of	  abstract	  union	  (disjunc3on)	  operator	  

•  Proper3es	  of	  a	  join	  operator	  
–  Commuta3ve:	  x	  7	  y	  =	  y	  7	  x	  
–  Associa3ve:	  (x	  7	  y)	  7	  z	  =	  x	  7	  (y	  7	  z)	  
–  Idempotent:	  x	  7	  x	  =	  x	  
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Meet	  operator
•  Assume	  a	  poset	  (D,	  b)	  
•  Let	  X	  `	  D	  be	  a	  subset	  of	  D	  (finite/infinite)	  
•  The	  meet	  of	  X	  is	  defined	  as	  
–  6X	  =	  the	  greatest	  lower	  bound	  (GLB)	  of	  all	  elements	  in	  X	  if	  
it	  exists	  

–  6X	  =	  maxb{	  b	  |	  forall	  xcX	  we	  have	  that	  bbx}	  
–  The	  infimum	  of	  the	  elements	  in	  X	  
–  A	  kind	  of	  abstract	  intersec3on	  (conjunc3on)	  operator	  

•  Proper3es	  of	  a	  join	  operator	  
–  Commuta3ve:	  x	  6	  y	  =	  y	  6	  x	  
–  Associa3ve:	  (x	  6	  y)	  6	  z	  =	  x	  6	  (y	  6	  z)	  
–  Idempotent:	  x	  6	  x	  =	  x	  
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Meet	  operator
•  Assume	  a	  poset	  (D,	  b)	  
•  Let	  X	  `	  D	  be	  a	  subset	  of	  D	  (finite/infinite)	  
•  The	  meet	  of	  X	  is	  defined	  as	  
–  6X	  =	  the	  greatest	  lower	  bound	  (GLB)	  of	  all	  elements	  in	  X	  if	  
it	  exists	  

–  6X	  =	  maxb{	  b	  |	  forall	  xcX	  we	  have	  that	  bbx}	  
–  The	  infimum	  of	  the	  elements	  in	  X	  
–  A	  kind	  of	  abstract	  intersec3on	  (conjunc3on)	  operator	  

•  Proper3es	  of	  a	  join	  operator	  
–  Commuta3ve:	  x	  6	  y	  =	  y	  6	  x	  
–  Associa3ve:	  (x	  6	  y)	  6	  z	  =	  x	  6	  (y	  6	  z)	  
–  Idempotent:	  x	  6	  x	  =	  x	  
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Complete	  labces

•  A	  complete	  labce	  (D,	  b,	  7,	  6,	  Ω,	  º)	  is	  
•  A	  set	  of	  elements	  D	  
•  A	  par3al	  order	  x	  b	  y	  
•  A	  join	  operator	  7	  
•  A	  meet	  operator	  6	  
•  A	  boqom	  element	  
	  Ω	  =	  7	  —	  =	  6	  D	  

•  A	  top	  element	  
º	  =	  7	  D	  =	  6	  —	  
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Transfer	  Func3ons	  

•  Mathema3cal	  founda3ons	  



Towards	  an	  automa3c	  proof
•  Goal:	  automa3cally	  compute	  an	  annotated	  program	  
proving	  as	  many	  facts	  of	  the	  form	  
x	  =	  y	  +	  z	  as	  possible	  

•  Decision	  1:	  develop	  a	  forward-‐going	  proof	  
•  Decision	  2:	  draw	  predicates	  from	  a	  finite	  set	  D	  
–  “looking	  under	  the	  light	  of	  the	  lamp”	  
–  A	  compromise	  that	  simplifies	  problem	  by	  focusing	  
aqen3on	  –	  possibly	  miss	  some	  facts	  that	  hold	  

•  Challenge	  1:	  handle	  straight-‐line	  code	  
•  Challenge	  2:	  handle	  condi3ons	  
•  Challenge	  3:	  handle	  loops	  
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Domain	  for	  SAV

•  Define	  atomic	  facts	  (for	  SAV)	  as	  
θ	  =	  {	  x	  =	  y	  |	  x,	  y	  c	  Var	  }	  4	  {	  x	  =	  y	  +	  z	  |	  x,	  y,	  z	  c	  Var	  }	  
–  For	  n=|Var|	  number	  of	  atomic	  facts	  is	  O(n3)	  

•  Define	  sav-‐predicates	  as	  Π	  =	  2θ	  
•  For	  D	  `	  θ,	  Conj(D)	  =	  .D	  
–  Conj({a=b,	  c=b+d,	  b=c})	  =	  (a=b)	  .	  (c=b+d)	  .	  (b=c)	  

•  Note:	  
–  Conj(D1	  4	  D2)	  =	  Conj(D1)	  .	  Conj(D1)	  
–  Conj({})	  w	  true	  
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Visualizing	  ordering	  for	  SAV

29

{false} 

{x=y . y=z+a}* {x=y . p=q}* {y=z+a . p=q}* 

{x=y}* {y=z+a}* {p=q}* 

{true} 
Greater

Lower

D={x=y,	  y=x,	  p=q,	  q=p,	  y=z+a,	  y=a+z,	  z=y+z,	  x=z+a}	  



An	  algorithm	  for	  annota3ng	  SLP

•  Annotate(P,	  x:=a)	  =	  {P}	  x:=a	  F*[x:=a](P)	  
	  

•  Annotate(P,	  S1;	  S2)	  =	  {P}	  S1;	  {Q1}	  S2	  {Q2	  
– Annotate(P,	  S1)	  =	  {P}	  S1	  {Q1}	  	  
– Annotate(Q1,	  S2)	  =	  {Q1}	  S2	  {Q2}	  	  	  
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handling	  condi3ons:	  Goal

•  Annotate	  a	  program	  
if b	  then	  S1	  else	  S2	  
with	  predicates	  from	  Π	  

•  Assump/on	  1:	  P	  is	  given	  
(otherwise	  use	  true)	  

•  Assump/on	  2:	  b	  is	  a	  simple	  
binary	  expression	  	  
e.g.,	  x=y,	  x≠y,	  x<y	  (why?)	  

31

{	  b	  .	  P	  }	  S1	  {	  Q	  },	  	  	  {	  ¥b	  .	  P	  }	  S2	  {	  Q	  }	  
	  {	  P	  }	  if b	  then	  S1	  else	  S2	  {	  Q	  }	  

[ifp]

{	  P	  }	  
if b	  then 

 {	  b	  .	  P	  }	  
	  S1	  
	  {	  Q1	  }	  

else 
 {	  ¥b	  .	  P	  }	  
	  S2	  
	  {	  Q2	  }	  

{	  Q	  }	  



handling	  condi3ons:	  Goal

•  Annotate	  a	  program	  
if b	  then	  S1	  else	  S2	  
with	  predicates	  from	  Π	  

•  Assump/on	  1:	  P	  is	  given	  
(otherwise	  use	  true)	  

•  Assump/on	  2:	  b	  is	  a	  simple	  
binary	  expression	  	  
e.g.,	  x=y,	  x≠y,	  x<y	  (why?)	  
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{	  b	  .	  P	  }	  S1	  {	  Q	  },	  	  	  {	  ¥b	  .	  P	  }	  S2	  {	  Q	  }	  
	  {	  P	  }	  if b	  then	  S1	  else	  S2	  {	  Q	  }	  

[ifp]

{	  P	  }	  
if b	  then 

 {	  b	  .	  P	  }	  
	  S1	  
	  {	  Q1	  }	  

else 
 {	  ¥b	  .	  P	  }	  
	  S2	  
	  {	  Q2	  }	  

{	  Q	  }	  



Annota3ng	  condi3ons

1.  Start	  with	  P	  or	  {b	  .	  P}	  and	  
annotate	  S1	  (yielding	  Q1)	  

2.  Start	  with	  P	  or	  {¥b	  .	  P}	  and	  
annotate	  S2	  (yielding	  Q2)	  

3.  How	  do	  we	  infer	  a	  Q	  such	  
that	  Q1uQ	  and	  Q2uQ?	  
	  
Q1=Conj(D1),	  Q2=Conj(D2)	  
Define:	  Q	  =	  Q1	  7	  Q2	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  =	  Conj(D1	  3	  D2)	  
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{	  b	  .	  P	  }	  S1	  {	  Q	  },	  	  	  {	  ¥b	  .	  P	  }	  S2	  {	  Q	  }	  
	  {	  P	  }	  if b	  then	  S1	  else	  S2	  {	  Q	  }	  

[ifp]

{	  P	  }	  
if b	  then 

 {	  b	  .	  P	  }	  
	  S1	  
	  {	  Q1	  }	  

else 
     {	  ¥b	  .	  P	  } 

 S2	  
	  	  {	  Q2	  }	  

{	  Q	  }	  

Possibly	  an	  SAV-‐fact

Possibly	  an	  SAV-‐fact



Joining	  predicates

1.  Start	  with	  P	  or	  {b	  .	  P}	  and	  
annotate	  S1	  (yielding	  Q1)	  

2.  Start	  with	  P	  or	  {¥b	  .	  P}	  and	  
annotate	  S2	  (yielding	  Q2)	  

3.  How	  do	  we	  infer	  a	  Q	  such	  
that	  Q1uQ	  and	  Q2uQ?	  
	  
Q1=Conj(D1),	  Q2=Conj(D2)	  
Define:	  Q	  =	  Q1	  7	  Q2	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  =	  Conj(D1	  3	  D2)	  
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{	  b	  .	  P	  }	  S1	  {	  Q	  },	  	  	  {	  ¥b	  .	  P	  }	  S2	  {	  Q	  }	  
	  {	  P	  }	  if b	  then	  S1	  else	  S2	  {	  Q	  }	  

[ifp]

{	  P	  }	  
if b	  then 

 {	  b	  .	  P	  }	  
	  S1	  
	  {	  Q1	  }	  

else 
     {	  ¥b	  .	  P	  } 

 S2	  
	  	  {	  Q2	  }	  

{	  Q	  }	  The	  join	  operator	  for	  SAV



Joining	  predicates

•  Q1=Conj(D1),	  Q2=Conj(D2)	  
•  We	  want	  to	  soundly	  approximate	  Q1	  -	  Q2	  in	  Π	  
•  Define:	  Q	  =	  Q1	  7	  Q2	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  =	  Conj(D1	  3	  D2)	  

•  No3ce	  that	  Q1uQ	  and	  Q2uQ	  
meaning	  Q1	  -	  Q2	  uQ	  
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Handling	  condi3onal	  expressions

•  Let	  D	  be	  a	  set	  of	  facts	  and	  b	  be	  an	  expression	  
•  Goal:	  Elements	  in	  Π	  that	  soundly	  approximate	  
–  	  D	  .	  bexpr	  	  
– D	  .	  ¥bexpr	  

•  Technique:	  Add	  statement	  assume	  bexpr	   
   …assume	  bexpr,	  s 	  usos	  s	  if	  B ’bexpr÷	  s	  =	  L	  	  

•  Find	  a	  func3on	  F[assume	  bexpr]	  :	  Π	  →	  Π	  
	  Conj(D)	  .	  bexpr	  u	  Conj(F[assume	  bexpr])	  
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Handling	  condi3onal	  expressions
•  F[assume	  bexpr]	  :	  Π	  →	  Π	  such	  that	  
	  Conj(D)	  .	  bexpr	  u	  Conj(F[assume	  bexpr])	  

•  ✎(bexpr)	  =	  if	  bexpr	  is	  an	  SAV-‐fact	  then	  {bexpr}	  else	  {}	  
– No3ce	  bexpr	  u	  ✎(bexpr)	  
–  Examples	  

•  ✎(y=z)	  =	  {y=z}	  
•  ✎(y<z)	  =	  {}	  

•  F[assume	  bexpr](D)	  =	  D	  4	  ✎(bexpr)
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Example

38

{              } 
if (x = y) 
    { x=y, y=x } 
    a := b + c 
    { x=y, y=x, a=b+c, a=c+b } 
    d := b – c 
    { x=y, y=x, a=b+c, a=c+b } 
else 
    {              } 
    a := b + c 
    { a=b+c, a=c+b } 
    d := b + c 
    { a=b+c, a=c+b, d=b+c, d=c+b, a=d, d=a } 
{ a=b+c, a=c+b } 



Example
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{              } 
if (x = y) 
    { x=y, y=x } 
    a := b + c 
    { x=y, y=x, a=b+c, a=c+b } 
    d := b – c 
    { x=y, y=x, a=b+c, a=c+b } 
else 
    {              } 
    a := b + c 
    { a=b+c, a=c+b } 
    d := b + c 
    { a=b+c, a=c+b, d=b+c, d=c+b, a=d, d=a } 
{ a=b+c, a=c+b } 



Handling	  assumes	  	  

•  Meet	  or	  join?	  



Another	  Example	  



Constant	  Propaga3on	  (CP)

•  Goal:	  infers	  facts	  of	  the	  form	  x=c
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Mo3va3on:	  Constant	  folding

•  Op/miza/on:	  constant	  folding	  
	  
	  
	  
	  
– Example:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  x:=7; y:=x*9	  
transformed	  to:	  x:=7; y:=7*9 
and	  then	  to:	  	  	  	  	  	  	  x:=7; y:=63 
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{ x=c } 
y := aexpr y := eval(aexpr[c/x]) 

constant	  
folding

simplifies	  
constant	  
expressions



CP	  seman3c	  domain

44

?



CP	  seman3c	  domain

•  Define	  CP-‐factoids:	  
θ	  =	  {	  x	  =	  c	  |	  x	  c	  Var,	  c	  c	  Z	  }	  
– How	  many	  factoids	  are	  there?	  

•  Define	  predicates	  as	  Π	  =	  2θ	  
– How	  many	  predicates	  are	  there?	  
– Do	  all	  predicates	  make	  sense?	  (x=5)	  .	  (x=7)	  

•  Treat	  conjunc3ve	  formulas	  as	  sets	  of	  factoids	  
	   	  {x=5,	  y=7}	  ~	  (x=5)	  .	  (y=7)	  
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CP	  abstract	  transformer
•  Goal:	  define	  a	  func3on	  

FCP[x:=aexpr]	  :	  Π	  →	  Π	  such	  that	  
if	  FCP[x:=aexpr]	  P	  =	  P’	  	  
then	  sp(x:=aexpr,	  P)	  u	  P’	  

46
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CP	  abstract	  transformer
•  Goal:	  define	  a	  func3on	  

FCP[x:=aexpr]	  :	  Π	  →	  Π	  such	  that	  
if	  FCP[x:=aexpr]	  P	  =	  P’	  	  
then	  sp(x:=aexpr,	  P)	  u	  P’	  

47

{	  x=c	  }	  x:=aexpr	  {	  }	  [kill]

{	  y=c,	  z=c’	  }	  x:=y	  op	  z	  {	  x=c	  op	  c’	  }	  [gen-‐2]

{	  }	  x:=c	  {	  x=c	  }	  [gen-‐1]

{	  y=c	  }	  x:=aexpr	  {	  y=c	  }	  [preserve]



Gen-‐kill	  formula3on	  of	  transformers

•  Suited	  for	  analysis	  propaga3ng	  sets	  of	  factoids	  
– Available	  expressions,	  
–  Constant	  propaga3on,	  etc.	  

•  For	  each	  statement,	  define	  a	  set	  of	  killed	  factoids	  
and	  a	  set	  of	  generated	  factoids	  
	   	  F[S]	  P	  =	  (P	  \	  kill(S))	  4	  gen(S)	  

•  FCP[x:=aexpr]	  P	  =	  (P	  \	  {x=c})	  aexpr	  is	  not	  a	  constant	  
•  FCP[x:=k]	  P	  =	  (P	  \	  {x=c})	  4	  {x=k}	  

•  Used	  in	  dataflow	  analysis	  –	  a	  special	  case	  of	  
abstract	  interpreta3on	  
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Does	  this	  s3ll	  work?

Annotate(P,	  S1;	  S2)	  =	  
	  	  	  	  let	  Annotate(P,	  S1)	  be	  {P}	  A1	  {Q1}	  	  
	  	  	  	  let	  Annotate(Q1,	  S2)	  be	  {Q1}	  A2	  {Q2}	  	  	  
	  	  	  	  return	  {P}	  A1;	  {Q1}	  A2	  {Q2}
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Handling	  condi3onal	  expressions

•  We	  want	  to	  soundly	  approximate	  D	  .	  bexpr	  	  
and	  D	  .	  ¥bexpr	  in	  Π	  

•  Define	  an	  ar3ficial	  statement	  assume	  bexpr	   
   …assume	  bexpr,	  s 	  usos	  s	  if	  B ’bexpr÷	  s	  =	  L	  	  

•  Define	  ✎(bexpr)	  =	  if	  bexpr	  is	  CP-‐factoid	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  {bexpr}	  else	  {}	  

•  Define	  F[assume	  bexpr](D)	  =	  D	  4	  ✎(bexpr)	  
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Does	  this	  s3ll	  work?
let	  Pt	  =	  F[assume	  bexpr]	  	  P	  
let	  Pf	  =	  F[assume	  ¥bexpr]	  	  P	  
let	  Annotate(Pt,	  S1)	  be	  {Pt}	  S1	  {Q1}	  
let	  Annotate(Pf,	  S2)	  be	  {Pf}	  S2	  {Q2}	  
return	  {P}	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  if	  bexpr	  then 
      {Pt}	  S1	  {Q1}	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  else 
      {Pf}	  S2	  {Q2}	  
	  	  	  	  	  	  	  	  {Q1	  7	  Q2}

51

How	  do	  we	  
define	  join	  
for	  CP?



Join	  example

•  {x=5,	  y=7}	  7	  {x=3,	  y=7,	  z=9}	  =
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Does	  this	  s3ll	  work?

•  What	  about	  correctness?	  
•  What	  about	  termina3on?

53

Annotate(P,	  while	  bexpr	  do	  S)	  =	  
	  	  	  	  N’	  :=	  Nc	  :=	  P	  //	  Ini3alize	  
	  	  	  	  repeat	  
	  	  	  	  	  	  	  	  let	  Pt	  =	  F[assume	  bexpr]	  Nc	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  let	  Annotate(Pt,	  S)	  be	  {Nc}	  Abody	  {N’}	  
	  	  	  	  	  	  	  	  Nc	  :=	  Nc	  7	  N’	  
	  	  	  	  un/l	  N’	  =	  Nc	  
	  	  	  	  return	  {P}	  INV=	  {N’}	  while	  bexpr	  do	  {Pt}	  Abody	  {F[assume	  ¥bexpr](N)}



Does	  this	  s3ll	  work?

•  What	  about	  correctness?	  
–  If	  loop	  terminates	  then	  is	  N’	  a	  loop	  invariant?	  

•  What	  about	  termina3on?
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Annotate(P,	  while	  bexpr	  do	  S)	  =	  
	  	  	  	  N’	  :=	  Nc	  :=	  P	  //	  Ini3alize	  
	  	  	  	  repeat	  
	  	  	  	  	  	  	  	  let	  Pt	  =	  F[assume	  bexpr]	  Nc	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  let	  Annotate(Pt,	  S)	  be	  {Nc}	  Abody	  {N’}	  
	  	  	  	  	  	  	  	  Nc	  :=	  Nc	  7	  N’	  
	  	  	  	  un/l	  N’	  =	  Nc	  
	  	  	  	  return	  {P}	  INV=	  {N’}	  while	  bexpr	  do	  {Pt}	  Abody	  {F[assume	  ¥bexpr](N)}



What	  were	  the	  common	  elements?
•  Two	  sta3c	  analyses	  
–  Available	  Expressions	  (extended	  with	  equali3es)	  
–  Constant	  Propaga3on	  

•  Seman3c	  domain	  
–  An	  approxima3on	  rela3on	  u	  

•  A	  weaker	  one	  given	  by	  set	  inclusion	  
–  Join	  operator	  

•  Abstract	  transformers	  for	  basic	  statements	  
–  Assignments	  
–  assume	  statements	  

•  Ini3al	  precondi3on
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Abstract	  Interpreta3on	  [Cousot’77]	  
More	  Formally	  …

•  Mathema3cal	  founda3on	  of	  sta3c	  analysis	  
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Abstract	  Interpreta3on	  [Cousot’77]

•  Mathema3cal	  framework	  for	  approxima3ng	  
seman3cs	  (aka	  abstrac3on)	  
– Allows	  designing	  sound	  sta3c	  analysis	  algorithms	  

•  Usually	  compute	  by	  itera3ng	  to	  a	  fixed-‐point	  

– Computes	  (loop)	  invariants	  
•  Can	  be	  interpreted	  as	  axioma3c	  verifica3on	  asser3ons	  
•  Generalizes	  Hoare	  Logic	  &	  WP	  /	  SP	  calculus	  
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Abstract	  Interpreta3on	  [Cousot’77]

•  Mathema3cal	  founda3on	  of	  sta3c	  analysis	  
– Abstract	  domains	  

•  Abstract	  states	  ~	  Asser3ons	  
•  Join	  (7)	  ~	  Weakening	  

– Transformer	  func3ons	  
•  Abstract	  steps	  ~	  Axioms	  

– Chao3c	  itera3on	  	  
•  Structured	  Programs	  ~	  Control-‐flow	  graphs	  
•  Abstract	  computa3on	  ~	  Loop	  invariants	  
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Introduc/on	  to	  Domain	  Theory	  
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Mo3va3on	  
•  Let	  “isone”	  be	  a	  func3on	  that	  must	  return	  “1$”	  
when	  the	  input	  string	  has	  at	  least	  a	  1	  and	  “0$”	  
otherwise	  
–  isone(00…0$)	  	  =	  0$	  
–  isone(xx…1…$)	  =1$	  
–  isone(0…0)	  =?	  

•  Monotonicity:	  in	  terms	  of	  informa3on	  
– Output	  is	  never	  retracted	  

•  More	  informa3on	  about	  the	  input	  is	  reflected	  in	  more	  
informa3on	  about	  the	  output	  

–  How	  do	  we	  express	  monotonicity	  precisely?	  
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Montonicity	  

•  Define	  a	  par3al	  order	  
x	  b	  y	  
–  A	  par3al	  order	  is	  reflexive,	  transi3ve,	  and	  an3-‐symmetric	  
–  y	  is	  a	  refinement	  of	  x	  

•  “more	  precise”	  

•  For	  streams	  of	  bits	  x	  by	  when	  x	  is	  a	  prefix	  of	  y	  
•  For	  programs,	  a	  typical	  order	  is:	  
–  No	  output	  (yet)	  b	  	  some	  output	  
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Montonicity	  

•  A	  set	  equipped	  with	  a	  par3al	  order	  is	  a	  poset	  
•  Defini3on:	  	  
– D	  and	  E	  are	  postes	  
– A	  func3on	  f:	  D	  →E	  is	  monotonic	  if	  
∀x,	  y	  ∈D:	  x	  bD	  y	  ⇒	  f(x)	  bE	  f(y)	  	  

– The	  seman3cs	  of	  the	  program	  ought	  to	  be	  a	  
monotonic	  func3on	  
•  More	  informa3on	  about	  the	  input	  leads	  to	  more	  
informa3on	  about	  the	  output	  
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Montonicity	  Example	  
•  Consider	  our	  “isone”	  func3on	  with	  the	  prefix	  
ordering	  

•  Nota3on:	  
–  0k	  is	  the	  stream	  with	  k	  consecu3ve	  0’s	  
–  0∞	  is	  the	  infinite	  stream	  with	  only	  0’s	  

•  Ques3on	  (revisited):	  what	  is	  isone(0k	  )?	  
–  By	  defini3on,	  isone(0k$)	  =	  0$	  and	  isone(0k1$)	  =	  1$	  
–  But	  0kb	  0k$	  and	  0k	  b	  0	  k1$	  
–  “isone”	  must	  be	  monotone,	  so:	  

•  isone(	  0k	  )	  b	  isone(	  0k$)	  =	  0$	  
•  isone(	  0k	  )	  b	  isone(	  0k1$)	  =	  1$	  

–  Therefore,	  monotonicity	  requires	  that	  isone(0k	  )	  is	  a	  
common	  prefix	  of	  0$	  and	  1$,	  namely	  ε	  
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Mo3va3on	  
•  Are	  there	  other	  constraints	  on	  “isone”?	  
•  Define	  “isone”	  to	  sa3sfy	  the	  equa3ons	  

–  isone(ε)=ε	  
–  isone(1s)=1$	  
–  isone(0s)=isone(s)	  
–  isone($)=0$	  

•  What	  about	  0∞?	  

•  Con/nuity:	  finite	  output	  depends	  only	  on	  finite	  input	  (no	  
infinite	  lookahead)	  
–  Intui3on:	  A	  program	  that	  can	  produce	  observable	  results	  can	  do	  
it	  in	  a	  finite	  3me	  
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Chains	  

•  A	  chain	  is	  a	  countable	  increasing	  sequence	  
<xi>	  =	  {xi	  	  ∈X	  |	  x0	  bx1	  b	  …	  }	  

•  An	  upper	  bound	  of	  a	  set	  if	  an	  element	  “bigger”	  than	  
all	  elements	  in	  the	  set	  

•  The	  least	  upper	  bound	  is	  the	  “smallest”	  among	  
upper	  bounds:	  
–  xi	  	  b	  7<xi>	  for	  all	  i	  ∈	  N	  
–  7<xi>	  b	  y	  for	  all	  upper	  bounds	  y	  of	  <xi>	  	  
and	  it	  is	  unique	  if	  it	  exists	  
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Complete	  Par3al	  Orders	  

•  Not	  every	  poset	  has	  an	  upper	  bound	  
– with	  z	  b	  n	  and	  nbn	  for	  all	  n	  ∈N	  
–  {1,	  2}	  does	  not	  have	  an	  upper	  bound	  

•  Some3mes	  chains	  have	  no	  upper	  bound	  

0   1    2  … 

          

          z 

§ 

2 

1 

0 

The chain  

0 ≤1≤2≤… 

does not have an upper bound 
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Complete	  Par3al	  Orders	  

•  It	  is	  convenient	  to	  work	  with	  posets	  where	  every	  
chain	  (not	  necessarily	  every	  set)	  has	  a	  least	  upper	  
bound	  

•  A	  par3al	  order	  P	  is	  complete	  if	  every	  chain	  in	  P	  has	  a	  
least	  upper	  bound	  also	  in	  P	  	  

•  We	  say	  that	  P	  is	  a	  complete	  par3al	  order	  (cpo)	  
•  A	  cpo	  with	  a	  least	  (“boqom”)	  element	  z	  is	  a	  pointed	  
cpo	  (pcpo)	  
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Examples	  of	  cpo’s	  
•  Any	  set	  P	  with	  the	  order	  	  

x	  by	  if	  and	  only	  if	  x	  =	  y	  is	  a	  cpo	  
It	  is	  discrete	  or	  flat	  

•  If	  we	  add	  z	  so	  that	  zb	  x	  for	  all	  x	  ∈	  P,	  we	  get	  a	  flat	  pointed	  cpo	  
•  The	  set	  N	  with	  ≤	  is	  a	  poset	  with	  a	  boqom,	  but	  not	  a	  complete	  

one	  
•  The	  set	  N	  ∪	  {	  ∞	  }	  with	  n	  ≤∞	  is	  a	  pointed	  cpo	  
•  The	  set	  N	  with≥	  is	  a	  cpo	  without	  boqom	  
•  Let	  S	  be	  a	  set	  and	  P(S)	  denotes	  the	  set	  of	  all	  subsets	  of	  S	  

ordered	  by	  set	  inclusion	  
–  P(S)	  is	  a	  pointed	  cpo	  
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Construc3ng	  cpos	  

•  If	  D	  and	  E	  are	  pointed	  cpos,	  then	  so	  is	  	  
D	  ×	  E	  
(x,	  y)	  b	  D×E	  (x’,	  y’)	  iff	  x	  bD	  x’	  and	  ybE	  y’	  
zD×E	  =	  	  (zD	  ,	  zE	  )	  
7	  (x	  i	  ,	  y	  i	  )	  =	  (	  7D	  x	  i	  ,	  7E	  y	  i)	  
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Construc3ng	  cpos	  (2)	  

•  If	  S	  is	  a	  set	  of	  E	  is	  a	  pcpos,	  then	  so	  is	  	  
S	  →	  E	  
m	  b	  m’ iff	  ∀s	  ∈S:	  m(s)	  bE	  m’(s)	  
zS→E	  =	  λs.	  zE	  
7	  (m	  ,	  m’	  )	  =	  λs.m(s)	  7E	  m’(s)	  
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Con3nuity	  

•  A	  monotonic	  func3on	  maps	  a	  chain	  of	  inputs	  
into	  a	  chain	  of	  outputs:	  
x0	  b	  x1	  b…	  ⇒	  	  f(x0)	  b	  f(x1)	  b	  …	  

•  It	  is	  always	  true	  that:	  
7i	  <f(xi)>	  b	  f(7i	  <xi>)	  

•  But	  
f(7i	  <xi>)b	  7i	  <f(xi)>	  	  
is	  not	  always	  true	  
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A	  Discon3nuity	  Example	  	  

∞ 

§ 

3 

2 

1 

0 

∞ 

1 

f(7i <xi>) g 7i <f(xi)> 
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Con3nuity	  

•  Each	  f(xi)	  uses	  a	  “finite”	  view	  of	  the	  input	  
•  f(7<xi>	  )	  uses	  an	  “infinite”	  view	  of	  the	  input	  
•  A	  func3on	  is	  con/nuous	  when	  
f(7<xi>)	  =	  7i	  <f(xi)>	  

•  The	  output	  generated	  using	  an	  infinite	  view	  of	  the	  
input	  does	  not	  contain	  more	  informa3on	  than	  all	  of	  
the	  outputs	  based	  on	  finite	  inputs	  
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Con3nuity	  

•  Each	  f(xi)	  uses	  a	  “finite”	  view	  of	  the	  input	  
•  f(7<xi>	  )	  uses	  an	  “infinite”	  view	  of	  the	  input	  
•  A	  func3on	  is	  con/nuous	  when	  
f(7<xi>)	  =	  7i	  <f(xi)>	  

•  The	  output	  generated	  using	  an	  infinite	  view	  of	  the	  
input	  does	  not	  contain	  more	  informa3on	  than	  all	  of	  
the	  outputs	  based	  on	  finite	  inputs	  

•  ScoL’s	  thesis:	  The	  seman3cs	  of	  programs	  can	  be	  
described	  by	  a	  con3nuous	  func3ons	  
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Examples	  of	  Con3nuous	  Func3ons	  	  
•  For	  the	  par3al	  order	  (	  N	  ∪{∞	  },	  ≤	  )	  

–  The	  iden3ty	  func3on	  is	  con3nuous	  
id(7ni)	  	  =	  7id(ni	  )	  

–  The	  constant	  func3on	  “five(n)=5”	  is	  con3nuous	  
five(7ni)	  	  =	  7five(ni	  )	  

–  If	  isone(0∞)	  =ε	  then	  isone	  is	  con3nuos	  

•  For	  a	  flat	  cpo	  A,	  any	  monotonic	  func3on	  f:	  Az→	  Az	  
such	  that	  f	  is	  strict	  is	  con3nuous	  

•  Chapter	  8	  of	  the	  Wynskel	  textbook	  includes	  many	  more	  
con3nuous	  func3ons	  
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Fixed	  Points	  

•  Solve	  equa3on:	  
	  
	  
where	  W:∑z	  →	  ∑z	  	  ;	  W=	  S’while	  b	  do	  S÷	  	  

                 W(S’s÷ σ)   if B’b÷(σ)=true  
 W(σ) =     σ                 if B’b÷(σ)=false  
                  z                 if B’b÷(σ)= z  
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Fixed	  Points	  

•  Solve	  equa3on:	  
	  
	  
where	  W:∑z	  →	  ∑z	  	  ;	  W=	  S’while	  be	  do	  s÷	  	  

•  Alterna3vely,	  W	  =	  F(W)	  where:	  
	  	  

	  
	  	  	  	  	  	  	  	  F(W)	  	  =	  λσ.	  	  
	  

                 W(S’s÷ σ)   if B’b÷(σ)=true  
 W(σ) =     σ                 if B’b÷(σ)=false  
                  z                 if B’b÷(σ)= z  
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W(S’s÷	  σ)	  	  if	  B’b÷(σ)=true	  	  
	  σ	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  if	  B’b÷(σ)=false	  	  
	  z	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  if	  B’b÷(σ)=	  z	  	  {

 



Fixed	  Point	  (cont)	  

•  Thus	  we	  are	  looking	  for	  a	  solu3on	  for	  W	  =	  F(	  W)	  
–  a	  fixed	  point	  of	  F	  

•  Typically	  there	  are	  many	  fixed	  points	  
•  We	  may	  argue	  that	  W	  ought	  to	  be	  con3nuous	  
W	  ∈[∑z	  →	  ∑z]	  

•  Cut	  the	  number	  of	  solu3ons	  
•  We	  will	  see	  how	  to	  find	  the	  least	  fixed	  point	  for	  such	  
an	  equa3on	  provided	  that	  F	  itself	  is	  con3nuous	  
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Fixed	  Point	  Theorem	  
•  Define	  Fk	  =	  λx.	  F(	  F(…	  F(	  x)…))	  (F	  composed	  k	  3mes)	  
•  If	  D	  is	  a	  pointed	  cpo	  and	  F	  :	  D	  →	  D	  is	  con3nuous,	  

	  then	  	  
–  for	  any	  fixed-‐point	  x	  of	  F	  and	  k	  ∈	  N	  

	  	  	  	  Fk	  (z)	  b	  x	  
–  The	  least	  of	  all	  fixed	  points	  is	  	  
7k	  Fk	  (z)	  

•  Proof:	  
i.  By	  induc3on	  on	  k.	  

•  Base:	  F0	  (z	  )	  =	  z	  	  b	  x	  
•  Induc3on	  step:	  Fk+1	  (z	  	  )	  =	  F(	  Fk	  (z	  ))	  b	  F(	  x)	  =	  x	  

ii.  It	  suffices	  to	  show	  that	  7k	  Fk	  (z)	  	  is	  a	  fixed-‐point	  
•  F(7k	  Fk	  (z))	  =	  7k	  Fk+1	  (	  z	  )	  =	  7k	  Fk	  (z)	  
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Fixed-‐Points	  (notes)	  

•  If	  F	  is	  con3nuous	  on	  a	  pointed	  cpo,	  we	  know	  
how	  to	  find	  the	  least	  fixed	  point	  

•  All	  other	  fixed	  points	  can	  be	  regarded	  as	  
refinements	  of	  the	  least	  one	  
– They	  contain	  more	  informa3on,	  they	  are	  more	  
precise	  

–  In	  general,	  they	  are	  also	  more	  arbitrary	  
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Fixed-‐Points	  (notes)	  

•  If	  F	  is	  con3nuous	  on	  a	  pointed	  cpo,	  we	  know	  
how	  to	  find	  the	  least	  fixed	  point	  

•  All	  other	  fixed	  points	  can	  be	  regarded	  as	  
refinements	  of	  the	  least	  one	  
– They	  contain	  more	  informa3on,	  they	  are	  more	  
precise	  

–  In	  general,	  they	  are	  also	  more	  arbitrary	  

– They	  also	  make	  less	  sense	  for	  our	  purposes	  
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Denota3onal	  Seman3cs	  

•  Meaning	  of	  programs	  



Denota3onal	  Seman3cs	  of	  While	  
•  ∑z	  is	  a	  flat	  pointed	  cpo	  

–  A	  state	  has	  more	  informa3on	  on	  non-‐termina3on	  
–  Otherwise,	  the	  states	  must	  be	  equal	  to	  be	  comparable	  (informa3on-‐

wise)	  

•  We	  want	  strict	  func3ons	  ∑z	  →	  ∑z	  
–  therefore,	  con3nuous	  func3ons	  

•  The	  par3al	  order	  on	  ∑z	  →	  ∑z	  	  
f	  b	  g	  iff	  f(x)	  =z	  or	  f(x)	  =	  g(x)	  for	  all	  x	  ∈	  ∑z	  
–  g	  terminates	  with	  the	  same	  state	  whenever	  f	  terminates	  
–  g	  might	  terminate	  for	  more	  inputs	  
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Denota3onal	  Seman3cs	  of	  While	  

•  Recall	  that	  W	  is	  a	  fixed	  point	  of	  
F:[[∑z→	  ∑z]→[∑z→	  ∑z]]	  

•  F	  is	  con3nuous	  	  

•  Thus,	  we	  set	  S’while	  b	  do	  c÷	  =	  7Fk(z)	  
–  Least	  fixed	  point	  

•  Terminates	  least	  o�en	  of	  all	  fixed	  points	  

•  Agrees	  on	  termina3ng	  states	  with	  all	  fixed	  point	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  w(S’s÷(σ))	  if	  B’b÷(σ)=true	  	  
	  F(w)	  =	  λσ.	  	  	  	  	  σ	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  if	  B’b÷(σ)=false	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  z	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  if	  B’b÷(σ)=	  z	  	  

85

{
 



Denota3onal	  Seman3cs	  of	  While	  

•  S	  ’skip÷	  =	  λσ.σ	  
•  S	  ’X	  :=	  exp÷	  =	  λσ.σ[X	  h	  A’exp	  ÷	  σ]	  
•  S	  ’s0	  ;	  s1	  ÷=	  λσ.	  S	  ’s1	  ÷	  (S	  ’s0	  ÷σ	  )	  

•  S	  ’if	  b	  then	  s0	  else	  s1÷	  =	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  λσ.	  if	  B’b÷	  σ	  then	  S	  ’s0÷	  σ	  else	  S	  ’s1÷	  σ	  

•  S	  ’	  while	  b	  do	  s÷	  =	  7Fk(z)	  	  	  
–  k=0,	  1,	  …	  	  	  
–  F	  =	  λw.	  λσ.	  if	  B’b÷(σ)=true	  w(S’s÷(σ))	  else	  	  σ	  
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Example(1)	  

•  while	  true	  do	  skip	  
•  F:[[∑z→	  ∑z]→[∑z→	  ∑z]]	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  w(S’s÷(σ))	  if	  B’b÷(σ)=true	  	  
	  F	  =	  λw.λσ.	  	  	  	  	  	  σ	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  if	  B’b÷(σ)=false	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  z	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  if	  B’b÷(σ)=	  z	  	  

B’true÷=λσ.true	  
S’skip÷=λσ.σ	  
F	  =	  λ	  w.λσ.w(σ)	  

F0(z)=	  z	   7	  F1(z)	  =	  z	   7	   F2(z)	  =	  z	   = z	  
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Example(2)	  

•  while	  false	  do	  s	  
•  F:[[∑z→	  ∑z]→[∑z→	  ∑z]]	  

B’false÷=λσ.false	  

F	  =	  λw.λσ.σ	  

F0(z)=	  z	   7	   F1(z)	  =	  λσ.σ	   7	  F2(z)	  =	  λσ.σ	   =	  λσ.σ	  
88
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Example(3)	  
’ while	  x≠3	  do	  x	  =	  x	  -‐1	  ÷	  =	  7Fk(z)	  	  k=0,	  1,	  …	  	  
where	  
F	  =	  λw.	  λσ.	  if	  σ(x)≠3	  w(σ[x	  h	  σ(x)	  -‐1])	  	  else	  	  σ 
  

F0(z)	   z	  

F1(z)	   if	  	  σ(x)≠3	  z(σ[x	  h	  σ(x)	  -‐1])	  	  else	  	  σ	  	  
if	  	  σ(x)≠3	  then	  z	  	  else	  	  σ	  	  

F2(z)	   if	  	  σ(x)≠3	  	  then	  F1(σ[x	  h	  σ(x)	  -‐1]	  )	  else	  	  σ	  
if	  	  σ(x)≠3	  	  then	  (if	  σ[x	  h	  σ(x)	  -‐1]	  x	  ≠3	  then	  z	  else	  	  σ[x	  h	  σ(x)	  -‐1]	  )	  else	  	  σ	  
if	  	  σ(x)≠3	  	  (if	  σ(x)	  ≠4	  then	  z	  else	  	  σ[x	  h	  σ(x)	  -‐1]	  )	  else	  	  σ	  
if	  	  σ(x)	  ∈{3,	  4}	  then	  σ[x	  h	  3]	  else	  	  z	  	  

Fk(z)	  
lfp(F)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  

if	  	  σ(x)	  ∈{3,	  4,	  …k}	  then	  σ[x	  h	  3]	  else	  	  z	  
if	  	  σ(x)	  	  ≥3	  then	  σ[x	  h	  3]	  else	  	  z	  	  
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Complete	  Labce	  

•  Let	  (D,	  b)	  be	  a	  par3al	  order	  

•  D	  is	  a	  complete	  labce	  if	  every	  subset	  has	  both	  
greatest	  lower	  bounds	  and	  least	  upper	  bounds	  
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Knaster-‐Tarski	  Theorem	  

•  Let	  f:	  L	  →L	  be	  a	  monotonic	  func3on	  on	  a	  
complete	  labce	  L	  

•  The	  least	  fixed	  point	  lfp(f)	  exists	  
–  lfp(f)	  =	  6{x	  ∈L:	  f(x)bx}	  
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Fixed	  Points	  

•  A	  monotone	  func3on	  f:	  L	  →	  L	  where	  	  
(L,	  b,	  7,	  6,	  z,	  S)	  is	  a	  complete	  labce	  

•  Fix(f)	  =	  {	  l:	  l	  c	  L,	  f(l)	  =	  l}	  
•  Red(f)	  =	  {l:	  l	  c	  L,	  f(l)	  b	  l}	  
•  Ext(f)	  =	  {l:	  l	  c	  L,	  l	  b	  f(l)}	  
–  l1	  b	  l2	  ⇒	  f(l1	  )	  b	  	  f(l2	  )	  

•  Tarski’s	  Theorem	  1955:	  if	  f	  is	  monotone	  
then:	  
–  	  lfp(f)	  	  =	  	  6	  Fix(f)	  =	  6	  Red(f)	  c	  Fix(f)	  
–  	  gfp(f)	  =	  	  7	  Fix(f)	  =	  7	  Ext(f)	  	  c	  Fix(f)	  

z

S 
f(S) 

f(z) 

f2(S) 

f2(z) 

Fix(f) 

Ext(f) 

Red(f) 
gfp(f) 

lfp(f) 
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Constant	  Propaga3on	  -‐	  Again	  



Constant	  Propaga3on

•  Op/miza/on:	  constant	  folding	  
	  
	  
	  
	  
–  Example:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  x:=7; y:=x*9	  
transformed	  to:	  x:=7; y:=7*9 
and	  then	  to:	  	  	  	  	  	  	  x:=7; y:=63 

•  Analysis:	  constant	  propaga3on	  (CP)	  
–  Infers	  facts	  of	  the	  form	  x=c
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{ x=c } 
y := aexpr y := eval(aexpr[c/x]) 

constant	  
folding

simplifies	  
constant	  
expressions



CP	  seman3c	  domain

•  Define	  CP-‐factoids:	  
θ	  =	  {	  x	  =	  c	  |	  x	  c	  Var,	  c	  c	  Z	  }	  
– How	  many	  factoids	  are	  there?	  

•  Define	  predicates	  as	  Π	  =	  2θ	  
– How	  many	  predicates	  are	  there?	  
– Do	  all	  predicates	  make	  sense?	  (x=5)	  .	  (x=7)	  

•  Treat	  conjunc3ve	  formulas	  as	  sets	  of	  factoids	  
	   	  {x=5,	  y=7}	  ~	  (x=5)	  .	  (y=7)	  
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One	  labce	  per	  variable
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true 

false 

x=0 

x[0 

x<0 x>0 

xm0 

true 

false 

y=0 

y[0 

y<0 y>0 

ym0 

How	  can	  we	  compose	  them?



Cartesian	  product	  of	  complete	  labces

•  For	  two	  complete	  labces	  
	  L1	  =	  (D1,	  b1,	  71,	  61,	  Ω1,	  º1)	  
	  L2	  =	  (D2,	  b2,	  72,	  62,	  Ω2,	  º2)	  

•  Define	  the	  poset	  
Lcart	  =	  (D1×D2,	  bcart,	  7cart,	  6cart,	  Ωcart,	  ºcart)	  
as	  follows:	  
–  (x1,	  x2)	  bcart	  (y1,	  y2)	  	  	  iff	  	  	  x1	  b1	  y1	  x2	  b2	  y2	  
– 7cart	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  	  6cart	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  	  Ωcart	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  	  ºcart	  =	  ?	  

•  Lemma:	  L	  is	  a	  complete	  labce	  
•  Define	  the	  Cartesian	  constructor	  Lcart	  =	  Cart(L1,	  L2)	  
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Cartesian	  product	  example

98

º=(º,º) 
 
 

x<0,y<0 x<0,y=0 x<0,y>0 x=0,y<0 x=0,y=0 x=0,y>0 x>0,y<0 x>0,y=0 x>0,y>0 

x[0,y<0 xm0,y<0 x[0,y=0 xm0,y=0 x[0,y>0 xm0,y>0 x>0,ym0 x>0,ym0 …
…

x[0,y[0 x[0,ym0 xm0,ym0 xm0,y[0 

x[0 xm0 y[0 ym0 

…

(false, false)
How	  does	  it	  represent	  
(x<0.y<0)	  -	  (x>0.y>0)?

Ω=(Ω,	  Ω) 



Disjunc3ve	  comple3on
•  For	  a	  complete	  labce	  
	  L	  =	  (D,	  b,	  7,	  6,	  Ω,	  º)	  

•  Define	  the	  powerset	  labce	  	  
L-	  =	  (2D,	  b-,	  7-,	  6-,	  Ω-,	  º-)	  
b-	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  7-	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  6-	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  Ω-	  =	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  º-	  =	  ?	  

•  Lemma:	  L-	  is	  a	  complete	  labce	  
•  L-	  contains	  all	  subsets	  of	  D,	  which	  can	  be	  thought	  
of	  as	  disjunc3ons	  of	  the	  corresponding	  predicates	  

•  Define	  the	  disjunc3ve	  comple3on	  constructor	  
L-	  =	  Disj(L)	  
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The	  base	  labce	  CP
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{x=0} 

º 

{x=-1} {x=-2} {x=1} {x=2} ……

Ω 
 



The	  disjunc3ve	  comple3on	  of	  CP
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{x=0} 

true 

{x=-1} {x=-2} {x=1} {x=2} ……

false 

{x=-2-x=-1} {x=-2-x=0} {x=-2-x=1} {x=1-x=2} … … …

{x=0-	  x=1-x=2} {x=-1-	  x=1-x=-2} … ……
…

What	  is	  the	  height	  
of	  this	  labce?



Rela3onal	  product	  of	  labces

•  L1	  =	  (D1,	  b1,	  71,	  61,	  Ω1,	  º1)	  
L2	  =	  (D2,	  b2,	  72,	  62,	  Ω2,	  º2)	  

•  Lrel	  =	  (2D1×D2,	  brel,	  7rel,	  6rel,	  Ωrel,	  ºrel)	  
as	  follows:	  
– Lrel	  =	  ?	  
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Rela3onal	  product	  of	  labces

•  L1	  =	  (D1,	  b1,	  71,	  61,	  Ω1,	  º1)	  
L2	  =	  (D2,	  b2,	  72,	  62,	  Ω2,	  º2)	  

•  Lrel	  =	  (2D1×D2,	  brel,	  7rel,	  6rel,	  Ωrel,	  ºrel)	  
as	  follows:	  
– Lrel	  =	  Disj(Cart(L1,	  L2))	  

•  Lemma:	  L	  is	  a	  complete	  labce	  
•  What	  does	  it	  buy	  us?
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Cartesian	  product	  example
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true 

false 

x<0,y<0 x<0,y=0 x<0,y>0 x=0,y<0 x=0,y=0 x=0,y>0 x>0,y<0 x>0,y=0 x>0,y>0 

x[0,y<0 xm0,y<0 x[0,y=0 xm0,y=0 x[0,y>0 xm0,y>0 x>0,ym0 x>0,ym0 …
…

x[0,y[0 x[0,ym0 xm0,ym0 xm0,y[0 

x[0 xm0 y[0 ym0 

…

How	  does	  it	  represent	  
(x<0.y<0)	  -	  (x>0.y>0)?

What	  is	  the	  height	  of	  
this	  labce?



Rela3onal	  product	  example
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true 

false 

(x<0.y<0)-(x>0.y>0) 

x[0 xm0 y[0 ym0 

How	  does	  it	  represent	  
(x<0.y<0)	  -	  (x>0.y>0)?

(x<0.y<0)-(x>0.y=0) (x<0.ym0)-(x<0.ym0) 

…

What	  is	  the	  height	  of	  
this	  labce?


