פתרונות נבחרים לשיעורי הבית

תרגיל מס' 11

1. בשק יש 100 כדורים: 25 ירוקים, 25 צהובים, 25 אדומים ו – 25 סגולים. כמה כדורים עלינו להוציא על מנת שנהיה בטוחים שבידנו 10 כדורים בצבע זהה?
             פתרון: אם יש בידנו 36 כדורים, ייתכן כי יש 9 מכל צבע. אם יש בידנו 37 כדורים, לא ייתכן 
            שבידנו לכל היותר 9 כדורים מכל צבע. זהו מקרה פרטי של עיקרון שובך היונים המוכלל.

3.    הביאו נימוקים קומבינטורים מדוע 
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 מספר שלם ומדוע 
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 גם כן מספר שלם.
     פתרון: מספר האפשרויות לחלק  2n אנשים ל – 2 קבוצות שבכל אחת n אנשים, כאשר יש      

   חשיבות לסדר בין הקבוצות, הוא 
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. כאשר אין חשיבות לסדר בין הקבוצות, המספר הוא 
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   מספר האפשרויות לחלק 
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 אנשים ל – n קבוצות שבכל אחת n אנשים, כאשר יש חשיבות לסדר       

   בין הקבוצות, הוא 
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. כאשר אין חשיבות לסדר בין הקבוצות, המספר הוא 
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4. הוכח:
1. 
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פתרון: שתי הנוסחאות מחשבות את מספר האפשרויות לבחור ועד ובראשו יושב ראש וגזבר מתוך n אנשים (בלי הגבלה על גודל הועד, ובלבד שיכלול יו"ר וגזבר).
2. 
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פתרון: נגדיר את 
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 להיות קבוצת התמורות על המספרים 
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 בהם באיבר ה – k+1 אינו במקומו, אך האיברים ה – k+2 ומעלה כן במקומם. הקבוצות 
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 הן זרות ואיחודן היא קבוצת כל התמורות שבהן יש איבר שאינו במקומו, כלומר כל התמורות שאינן תמורת הזהות. מכאן ש: 
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. העוצמה של 
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3. 
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פתרון: החישוב משמאל סופר כמה אפשרויות יש לחלק עד n תפוזים זהים ל – r ילדים שונים.עבור k ספציפי, מספר האפשרויות לחלק k תפוזים ל – r ילדים הוא 
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. מספר אפשרויות לחלק עד n תפוזים זהים ל – r ילדים שונים שווה למספר האפשרויות לחלק בדיוק  n תפוזים זהים ל –r+1 ילדים שונים (החישוב מצד ימין).

5.    מבין המספרים 
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, כמה אינם מתחלקים ב – 7, אבל מתחלקים ב – 3 או
ב – 5?
פתרון: נסמן ב – S את קבוצת המספרים שמתחלקים ב – 3 או ב – 5. 
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נסמן ב - 
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 את קבוצת המספרים שמתחלקים ב – 3 וב – 7. נסמן ב - 
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 את קבוצת המספרים שמתחלקים ב – 5 וב – 7. ברצוננו לחשב 
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6. בכמה תמורות של האותיות A,B,C,D,E,F,G,H   לא מופיעות המחרוזות הבאות:
a. AB, DE, EF

פתרון: תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע AB. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע DE. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע EF. 
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. לכן הפתרון הוא: 
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b. ABC, DE, EF

פתרון: תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע ABC. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע DE. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע EF. 
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c. ABC, CDE, DEF

             פתרון: תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע ABC. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע CDE            . תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע DEF. 
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7.
1. בכמה דרכים ניתן לחלק 50 כדורים זהים לשלושה תאים כך שבתא הראשון יהיו פחות מ – 10 כדורים, בשני פחות מ – 20 ובשלישי פחות מ – 30?
פתרון: נסמן ב – S את קבוצת החלוקות של 50 כדורים ל – 3 תאים. נסמן ב – 
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 את קבוצת החלוקות של 50 כדורים ל – 3 תאים כך שבתא 1 לפחות 10 כדורים. נסמן ב – 
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 את קבוצת החלוקות של 50 כדורים ל – 3 תאים כך שבתא 2 לפחות 20 כדורים. נסמן ב – 
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 את קבוצת החלוקות של 50 כדורים ל – 3 תאים כך שבתא 3 לפחות 30 כדורים.
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2. בכמה דרכים שונים ניתן לחלק 50 כדורים שונים לשלושה תאים כך שאף תא לא יהיה ריק?
פתרון: 
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8. תהינה A ו B קבוצות. |A|=n כאשר n>3 טבעי. מה עוצמת הקבוצה 
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 אם בקבוצה B יש:
a. איבר אחד
פתרון: הפונקציה האחת והיחידה היא גם על.
b. שני איברים
פתרון: יש 
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 פונקציות ב - 
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. כולן על פרט לשתיים: הפונקציה שמתאימה את כל האיברים ב – A לאיבר הראשון של B, והפונקציה שמתאימה את כל האיברים ב – A לאיבר השני של B. לכן התשובה: 
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c. n איברים

פתרון: כמספר הפרמוטציות בגודל n, כלומר n!.
d. n-1 איברים

פתרון: על מנת שהפונקציה תהיה על, חייבים להיות בדיוק שני איברים ב – A שתמונתם זהה. יש 
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 אפשרויות לבחור את הזוג. לאחר מכן נתייחס אל שני האיברים כאיבר אחד ונבחר פרמוטציה על n-1 איברים. הפתרון: 
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e. n-2 איברים
פתרון: על מנת שהפונקציה תהיה על, או שיש שני זוגות איברים ב – A שתמונתם זהה – לכך יש 
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 אפשרויות, או שיש שלושה איברים ב – A שתמונתם זהה – לכך יש 
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f. m איברים
פתרון: תהי 
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 לא מופיע בתמונתן. מה שאנחנו מחפשים זה את 
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בחיתוך של k קבוצות שונות יש 
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 איברים. מנוסחת ההכלה וההפרדה נובע:
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