פתרונות נבחרים לשיעורי הבית

תרגיל מס' 12

1.
1. רשום יחס רקורסיה ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים להושיב מחדש n אנשים היושבים בשורה, כך שאף אדם לא יתרחק יותר מכסא אחד ממקומו המקורי (כלומר, כל אחד יישאר במקומו או יזוז כסא אחד ימינה או שמאלה).
פתרון: נסמן ב – an את מספר הדרכים להושיב מחדש n אנשים היושבים בשורה. האדם בקצה השמאלי יכול להישאר במקומו, ואז יש an-1 אפשרויות לשאר האנשים להסתדר, או שהוא יכול להתחלף עם האדם מימינו, ואז יש an-2 דרכים להסתדר. לכן: 
[image: image1.wmf]2
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 ותנאי ההתחלה הם: 
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2. רשום יחס רקורסיה ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים לחלק קבוצה של n אנשים לקבוצות, כך שבכל קבוצה בחלוקה יש איש אחד או שניים.
פתרון: נסמן ב – an את מספר הדרכים לחלק קבוצה של n אנשים לקבוצות, כך שבכל קבוצה בחלוקה יש איש אחד או שניים. 
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. האיש הראשון יכול להיות לבד, או ניתן לצרף אותו לכל אחד מ – n-1 האנשים האחרים. לכן 
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2. מצא ביטוי סגור עבור הסדרות הבאות המוגדרות ברקורסיה:

1. 
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. תנאי התחלה: 
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פתרון: הפולינום האופייני הוא 
[image: image7.wmf]8
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 ששורשיו הם 2, 4. לכן הפתרון הוא מהצורה 
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. נציב n=0 ונקבל: 
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. כלומר 
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. נציב n=1 ונקבל 
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. מכאן מתקבל 
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. לכן הפתרון הוא 
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2. 
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. תנאי התחלה: 
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פתרון: הפולינום האופייני הוא 
[image: image16.wmf]7
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 ששורשיו הם 
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. לכן הפתרון הוא מהצורה 
[image: image18.wmf](

)

(

)

n

n

n

a

2

3

2

3

2

1

-

×

+

+

×

=

a

a

. נציב n=0 ונקבל 
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. נציב n=1 ונקבל 
[image: image20.wmf](

)

(

)

10

2

3

2

3

2

1

=

×

-

+

×

+

a

a

. מכאן מתקבל 
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. לכן הפתרון הוא 
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3. 
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. תנאי התחלה: 
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,

1

1

0

=

=

a

a

.
תהי F הפונקציה שיוצרת את הסדרה 
[image: image25.wmf]n
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l

. אזי לכל x בתחום ההתכנסות:
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לפיכך A = -1  ו -  B = 2.

לכן  
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. הסדרה שנוצרת על-ידי פונקציה זאת היא 
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פתרון אחר: הפולינום האופייני המתאים לבעיה זאת הוא 
[image: image29.wmf](
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. השורש היחיד הוא 3, והוא בריבוי 2. מרחב הפתרונות נפרש על-ידי הסדרות: 
[image: image30.wmf]n

n

3

.

l


ו - 
[image: image31.wmf]n

n

n

×

3

.

l

. הפתרון הוא מהצורה 
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. מתנאי ההתחלה נובע ש: 
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. מכאן שהסידרה שחיפשנו היא 
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4. 
[image: image37.wmf]3
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. תנאי התחלה: 
[image: image38.wmf]9

,

1

1

0

=

=

a

a

.
תהי F הפונקציה שיוצרת את הסדרה 
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l

. אזי לכל x בתחום ההתכנסות:
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נציב x = 0   ונקבל  A+B+C = 0.

נציב 
[image: image41.wmf]2
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 ונקבל 
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, כלומר B = -1.

נציב  x = 1  ונקבל  3A=-3, כלומר  A = -1. מכאן  C = 3.

לכן 
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. פונקציה זאת יוצרת את הסדרה 
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5. 
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. תנאי התחלה: 
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תהי F הפונקציה שיוצרת את הסדרה 
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l

. אזי לכל x בתחום ההתכנסות:
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נציב  x = 0  ונקבל:  1 = A + B + C.

נציב 
[image: image49.wmf]2

1

=

x

 ונקבל:  -B = -1 .

נציב 
[image: image50.wmf]4

1

=

x

 ונקבל:  
[image: image51.wmf]4

3

4

1

=

C

.

לכן 
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. פונקציה זאת יוצרת את הסדרה 
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3. רשום יחס רקורסיה ותנאי התחלה עבור מספר המילים בנות n אותיות מהא"ב A, B, C שלא מופיעים בהן הרצפים:

1. AA

פתרון: המילים החוקיות באורך n שמתחילות באות B הן מילים מהצורה: התו B ואחריו מילה חוקית באורך n -1. המילים החוקיות באורך n שמתחילות באות C הן מילים מהצורה: התו C ואחריו מילה חוקית באורך n -1. המילים החוקיות באורך n שמתחילות באות A הן מילים מהצורה: התוים AB ואחריהם מחרוזת חוקית באורך
n-2 או התוים AC ואחריהם מחרוזת חוקית באורך n-2. לכן נוסחת הנסיגה היא: 
[image: image54.wmf]2
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. תנאי התחלה: 
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2. AB

פתרון: המילים ה"חוקיות" באורך n שמתחילות ב – B הן מילים מהצורה: התו B ואחריו מילה חוקית באורך n -1. המילים החוקיות באורך n שמתחילות באות C הן מילים מהצורה: התו C ואחריו מילה חוקית באורך n -1. המילים מהצורה: התו A ואחריו מילה חוקית באורך n -1 כוללות גם מילים לא חוקיות. אלו המילים מהצורה: התו A ואחריו מילה חוקית באורך n -1 המתחילה ב – B. לכן נוסחת הנסיגה היא: 
[image: image56.wmf]2
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. תנאי התחלה: 
[image: image57.wmf]3
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3. AA, BB

פתרון: נסמן ב – an את מספר המילים החוקיות באורך n. נסמן ב – bn את מספר המילים החוקיות באורך n שמתחילות ב – A. מטעמי סימטריה, bn הוא גם מספר המילים החוקיות באורך n שמתחילות ב – B. מילה חוקית באורך n מתחילה ב – A, B או C. יש an -1 מילים חוקיות באורך n המתחילות ב – C. לכן: 
[image: image58.wmf]n
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 כלומר: 
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. מילה חוקית באורך n שמתחילה ב – A היא מילה שמתחילה

ב – AC ואחריה מילה חוקית באורך n -2, או מילה שתחילתה A והמשכה מילה חוקית שתחילתה B. לכן 
[image: image60.wmf]1
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 ולפיכך 
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4. AB, CB

פתרון: המילים החוקיות באורך n שמתחילות באות B הן מילים מהצורה: התו B ואחריו מילה חוקית באורך n -1. המילים שצורתן C ואחריהן מילה חוקית באורך n -1 כוללים גם מילים לא חוקיות. אלו המילים שתחילתן C ואחריהן מילה חוקית באורך n -1 שתחילתה ב – B. לכן יש 
[image: image64.wmf]2
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 מילים חוקיות באורך n המתחילות ב – C. באופן דומה, יש 
[image: image65.wmf]2
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 מילים חוקיות באורך n המתחילות ב – A ולכן  
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5. AB, BC

פתרון: למילה חוקית באורך n יש שלוש אפשרויות. היא יכולה להתחיל ב – C, לכך יש an-1 אפשרויות. היא יכולה להתחיל ב – B, אבל לא ב – BC. לכך יש 
[image: image68.wmf]2
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 אפשרויות. האפשרות האחרונה היא שהיא מתחילה ב – A, ואחריה מילה חוקית שאינה מתחילה ב – B. מספר המילים החוקיות באורך n-1 שמתחילות ב – B הוא 
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. לפיכך מספר המילים החוקיות באורך n שמתחילות ב – A הוא 
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. אם נסכם את האפשרויות נקבל: 
[image: image71.wmf]3

2

1

2

3

-

-

-

+

×

-

×

=

n

n

n

n

a

a

a

a

. תנאי התחלה הם: 
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4. מצא נוסחת רקורסיה עבור מספר הדרכים לרצף מלבן בגודל 
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 ע"י מרצפות בגודל:

1. 
[image: image74.wmf]1

2

,

2

1

´

´


פתרון: נסמן ב – an את מספר הריצופים האפשריים למלבן בגודל 
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. כל ריצוף ניתן להתחיל באחת משתי הדרכים הבאות: 

לכן נוסחת הרקורסיה היא 
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פתרון: כל עמודה ניתן לרצף באחת משתי הדרכים הבאות:  

לכן 
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פתרון: כל שורה מרוצפת בנפרד. אם נסמן ב – bn את מספר האפשרויות לרצף שורה, אז 
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. תנאי התחלה: 
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נסמן ב – bn את מספר הדרכים לרצף בעזרת מרצפות אלה מלבן בגודל 
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 כך שחסרה בו משבצת פינתית אחת. ריצוף המלבן המלא מתחיל (משמאל) באחת הדרכים הבאות:


לפיכך: 
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